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Abstrak. Suatu graf G dikatakan graf anti ajaib jika memuat pelabelan anti ajaib,
yaitu f: E(G) — {1,2, -+ ,|E(G)|} merupakan fungsi bijektif, dan untuk setiap simpul
memiliki nilai bobot yang berbeda. Dalam tulisan ini diberikan beberapa graf hasil kali
sisir yang memuat pelabelan anti ajaib , yaitu graf Cp,>oChr, Pm>0Ch, SmPoCh, Wi >,
C'y, dan secara umum untuk G suatu graf terhubung dan r—reguler, G >, C,, merupakan
graf anti ajaib.

Kata Kunci: Graf anti ajaib, hasil kali sisir, pelabelan anti ajaib

Abstract. A graph G is said to be an antimagic graph if it admits an antimagic
label, that is, f: E(G) — {1,2,--- ,|E(G)|} is a bijective function, and each vertex has
a different weight value. This paper presents several comb product graphs that admits
antimagic labeling, specifically the graphs Cpm >0 Cry Pm D6 Cr, Sm Do Cn\y, Wiy B Cpy
and in general for G a connected and r—reqular graph, G>, Cy, is an anti-magic graph.

Keywords: Antimagic graph, comb product, antimagic labeling

1. Pendahuluan

Graf merupakan kumpulan dari simpul dan garis, dimana jika ditarik garis untuk

menghubungkan dua simpul maka membentuk sebuah sisi [1]. Secara umum, graf G
dapat didefinisikan sebagai pasangan terurut dari dua himpunan, yaitu himpunan
simpul dan himpunan sisi. Untuk pemahaman mengenai konsep dasar graf, dapat
dilihat pada [2,3].

Pada graf, salah satu konsep yang sering ditemui adalah pelabelan. Pelabelan
sendiri merupakan suatu proses yang dilakukan untuk mengubah kumpulan elemen
dalam graf, baik simpul maupun sisi ke bilangan bulat positif [4]. Terdapat beberapa
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konsep pada pelabelan, salah satunya adalah pelabelan anti ajaib dengan elemen
yang diberi label adalah sisi. Misalkan terdapat fungsi dengan domain himpunan
sisi dan kodomain bilangan asli yang kurang dari sama dengan |E(G)|. Dikatakan
pelabelan anti ajaib jika bobot tiap simpulnya berbeda. Bobot simpul ini diperoleh
dari penjumlahan label sisi-sisi yang terkait dengan simpul tersebut [5]. Secara
singkat, dapat dikatakan bahwa pelabelan anti ajaib merupakan suatu fungsi yang
bijektif yang bobot simpulnya tidak ada yang sama [6]. Suatu graf G dikatakan
graf anti ajaib jika graf tersebut memuat pelabelan anti ajaib [7,8].

Penelitian mengenai graf anti ajaib telah banyak dilakukan. Pada [9] telah dike-
mukakan beberapa graf yang terbukti merupakan graf anti ajaib, diantaranya graf
lintasan (P, ,n > 3), graf siklus (C,,), graf roda (WW,,) dan juga graf lengkap (K,).
Selanjutnya, [10] membuktikan bahwa semua graf bipartit lengkap K, , adalah graf
anti ajaib berbobot dengan parameter £k = 0 untuk 2 < p < ¢ dan ¢ > 3. Sethura-
man dan Shermily telah membuktikan bahwa pohon binomial By, k > 2 dan pohon
Fibonacci Fj,,h > 2 merupakan graf anti ajaib. Pohon binomial By dibentuk dari
dua salinan pohon Bj_; yang dihubungkan melalui akarnya. Sedangkan pohon Fi-
bonacci dibentuk dari satu salinan Fj,_; dan satu salinan Fj,_5 yang dihubungkan
melalui simpul baru yang menjadi akar dari Fj, [11]. Nalliah dalam penelitiannya
menggunakan barisan Skolem berhasil menunjukkan adanya pelabelan anti ajaib
pada beberapa keluarga graf berarah [12]. Pada [13] dibuktikan bahwa graf reguler
dengan derajat genap merupakan graf anti ajaib, sedangkan dalam [14] dibuktikan
bahwa graf reguler dengan derajat ganjil juga merupakan graf anti ajaib. Lebih lan-
jut, Latchoumanane [15] pada penelitiannya membuktikan bahwa jika terdapat dua
graf yang masing-masing terhubung k-reguler dan t-reguler, maka hasil kali korona
kedua graf tersebut memuat pelabelan anti ajaib dengan k,t > 2.

Berdasarkan hasil-hasil penelitian sebelumnya, penulis ingin meneliti mengenai
pelabelan anti ajaib lebih lanjut dengan menggunakan operasi hasil kali sisir antar
dua graf. Graf hasil operasi hasil kali sisir antara graf G dan H, dinotasikan dengan
G >, H, diperoleh dengan cara mengambil satu salinan graf G dan menyalin graf
H sebanyak jumlah simpul pada graf G, lalu tempelkan simpul o pada graf H ke
simpul ke-i di graf G, untuk 1 < ¢ < |V(G)| [16]. Dalam tulisan ini akan diteliti
pelabelan anti ajaib untuk graf C,, >, C,, graf P,, >, C,,, graf S,, >, C,,, graf
W B, Cp, dan graf G >, C), untuk graf r-reguler G, r > 2.

2. Pembahasan

Berikut adalah hasil yang diperoleh terkait pelabelan anti ajaib pada graf hasil kali
sisir.

Teorema 2.1. Misalkan terdapat graf siklus dengan m dan n titik, dinotasikan C,,
dan Cy,, dengan m,n > 3 dan m ganjil. Maka graf C,, &>, C,, merupakan graf anti
ajaib.

Bukti. Berikut diberikan himpunan simpul dan himpunan sisi pada graf C,,, >, C),



242  Liunokas dkk

sebagai berikut.

V(Cn o Cn) ={v; |1 <i<mpU{v;; [1<i<m;l<j<n-—1}
E(CntoCp)={vivin |1 <i<m}U{vvipn_1|1<i<m}U{v v j41]|1<i<m;1l<j<n—2}U{v

Diberikan fungsi pelabelan sisi pada graf C,, &>, C,, sebagai berikut.

fivije) =nli—-1)+j+1; 1<i<m,1<j<n-2,

(
fviviq) =n(i—1)+1; 1<i<m,
fvivipn—1) = ni; 1<i<m,
fvvi41) :mn—i—i—;l; 1<i<m-—1, i ganjil,
fvvi41) =mn + %Hl; 1<i<m-—1, ¢ genap,
fomvr) =mn+ mTH

Selanjutnya, berdasarkan fungsi pelabelan sisi yang ada diperoleh fungsi bobot sim-
pulnya, yaitu sebagai berikut.

wvi)  =2n(i—1)+3; 1<i<m,
WV 1) =2ni—1; 1<i<m,
w(v; ;) =2n(i—1)+2j+1; 1<i<m, 1<j<n-2
5
w(vy) = 2mn + mEo +n,
2143

w(v;) :2in+2mn+%—n; 2<i<m-—1,

3 3
W (Vy) = 4mn + mt -n

Karena secara jelas terlihat bahwa f merupakan fungsi bijektif dan juga tidak ter-
dapat bobot simpul yang sama, maka disimpulkan bahwa graf C,, >, C,, graf anti
ajaib karena memenuhi pelabelan anti ajaib untuk m ganjil. O

Pada Gambar 1 diberikan contoh pelabelan anti ajaib pada graf C7>,C5, dengan
bilangan berwarna merah merupakan label sisi sedangkan yang berwarna hitam
merupakan nilai bobot simpul.

Teorema 2.2. Misalkan terdapat graf lintasan P,, dengan m > 2 titik dan graf
siklus Cy, dengan n > 3 titik. Maka graf P,, >, C,, merupakan graf anti ajaib.
Bukti. Didefinisikan himpunan simpul graf P,, >, C), sebagai berikut.

V(PrnPoCp) ={v; |1 <i<m}U{v;; |1 <i<m; 1<j<n-—1},
E(Prn >, Cp) = {vivi1 |1 <i<m}U{vjvn-1]1<i<m}
U{vijvigr[1<i<m; 1<j<n—-2tU{vvi |1 <i<m—1}

Perhatikan dua kasus berikut.
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Gambar 1. Pelabelan anti ajaib pada graf C7 >, Cs

Kasus 1 m # 4k , di mana k € N.
Didefinisikan fungsi pelabelan sisinya sebagai berikut.

Kasus 2

f(igvije1) = n+1)([—
f(wivi) =(n+1)@-
f(ivin—1) (" +1)(i -
f(okvrg1) k(n +1);

1<i<m,1<j<n-2,

1 <4< m,
1<1<m,
1<k<m-1.
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Berdasarkan fungsi pelabelan sisi yang ada, maka diperoleh fungsi bobot

simpulnya sebagai berikut.

w(v;) =(n+1)(4i—2)
w(vy) =2n+2,

wlvg) = (04 1)
w(vin) = (n+1)(
W(Vip—1) = (n+1)(2i -2
w(vm) =mn+1)Bm-2)

m = 4k, di mana k € N.

Didefinisikan fungsi pelabelan sisinya sebagai berikut.

fvigvij1) (n+1)(—
f(vviq) =Mn+1)E-
f(vivin-1) =(n+1)(-
f(vm,jvm,j+1) (n+1)(m
fmjvm 1) = (n+1)
fWmn-1vm) = (n+1)
f(urvrs1) = k(n+1);

1<1<m,
1<i<m-—1,
1<j<n-3,
J=n-=2,

1<k<m-1.

1<i<m—-1,1<535<n—-2,
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Selanjutnya untuk fungsi bobotnya adalah sebagai berikut.

w(v;) = (n+1)(4i—2); 2<i<m-—1,
w(vy) =2n+2,
wvig) =Mm+1)Q2i-2)+2j+1 1<i<m, 2<j<n-3,
w(vi1) = n+1)(2i—-2)+3; 1<i<m
wWvipn-1) =Mm+1)(2i—-2)+2n-1; 1<i<m-—1,

2m —2)+2n—2; i=m,

3

+

—
NN NG
—_~ = =

2m—2)+2n—1; i=m,

Dengan demikian, berdasarkan penjabaran dua kasus di atas dapat dilihat dengan
jelas bahwa fungsi pelabelan merupakan fungsi bijektif dan juga nilai tiap bobotnya
berbeda sehingga dapat disimpulkan bahwa ini memenuhi syarat pelabelan anti
ajaib. Karena itu, graf P,, >, C), merupakan suatu graf anti ajaib. O

Pada Gambar 2 diberikan contoh pelabelan anti ajaib pada graf Ps >, C5 dan

P8 Izo C14~
. 29, = 31 5, 5
fa 16 26 28
3 51 7
3 278, 5 29
; 36 12 B Y 45 84 04 R
6 =
12 1 60 9 20gy5
15! 1 39
10 0o 22
17 219 4 3

5 25 45 65
2 D 5 23 £ 33
3 7 2 27 43 o 47 63 . 67
oy 34/
530 08 s 70 a0 ! 25 110 30 35 109
10 50 90 6 2 130 6 3
57 3
L7 3 7 53
13

16 19

77
7 18 27 2 37 39,

3 3

76
15 35 55

Gambar 2. Pelabelan anti ajaib graf Ps >, Cs dan graf Ps >, Cy

Teorema 2.3. Misalkan terdapat graf bintang S,, dengan m + 1 titik, m > 2 dan
graf siklus Cy, dengan n > 3 titik. Maka graf S,, >, C,, merupakan graf anti ajaib.

Bukti. Graf S,, >, C,, merupakan graf dengan himpunan simpul dan himpunan
sisi berikut.
V(S Ch)={v; |0<i<m}U{v;; |0<i<m; 1<j<n-—1},
E(S, > Cp) ={vivi1 | 0<i<m}U{vvipn-1|0<i<m}
U{vivij+1 |0<i<m; 1<j<n-—2}U{vv]l <i<m}.

Pembuktian teorema akan dibagi ke dalam tiga kasus sebagai berikut.
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Kasus 1 Saat m genap
Berikut didefinisikan fungsi pelabelan sisinya.

flvijvijs1) =ni+j+1; 0<i<m,1<j<n-2,

f(vivin) =nt+ 1; 0<i<m,
JWin—1vi) = n(i+1); 0<i<m,
flogv)) = n(m—+1)+2i—1; 1§i§%,
flogv;)) =n(m+1)+2i —m; %—i—lgigm
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Dari fungsi pelabelan sisi di atas diperoleh fungsi bobot simpul berikut.

w(v;) = n(m+2) + 2i(n + 1); 1<i< %,
w(v;) =n(m+2)+2in+1)—m+1; %Jrlgigm,
w(v;1) = 2ni + 3; 0<i<m,
wWin—1) =mn(20+2)—1; 0<i<m,
w(vi;)  =2(ni+j)+ 1 0<i<m,1<j<n-—2,
1
w(vp) :m(m+1)(n+§)+n+1.
Kasus 2 Saat m ganjil dan n genap.
Didefinisikan fungsi pelabelan sisinya sebagai berikut.
fvivijs1) =mni+j+1; 0<i<m, <j<n-—2
fvivi) =ni+1; 0<i<m,
fin-1vi)  =n(i+1); 0<i<m,
1
f(vovy;) =n(m+1)+2i—1; 1§i<m;— ,
1
f(vovy) =n(m+1)+2i—m-—1; %ng‘gm.

Dengan fungsi pelabelan sisi yang ada maka didefinisikan fungsi bobot sim-

pul berikut.

1

w(v;) =n(m+2)+ 2i(n+ 1); 1<i< %’
1
w(vi) =n(m+2) +2i(n +1) —m; %+1§i§m,
w(vi1) = 2ni + 3; 0<i<m,
w(vin—1) =n(2i+2)-1; 0<i<m,
w(vi;) = 2(ni+j)+ 1L 0<i<m, 1<j<n-2
1

w(vg) :m(m+1)(n+§)—|—n+1_
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Kasus 3 Saat m ganjil n ganjil.
Selanjutnya diberikan fungsi pelabelan sisi sebagai berikut.

fuijvijy) =ni+j+1 0<i<m, 1<j<n-2
f(vivin) =ni+ 1; 0<i<m,

fWin—1vs) = n(i+1); 0<i<m,

fvovy) =n(m+ 1)+ 2i; 1§i<m2_1,

fvovy) =n(m+1)+2i —m; E+1§i§m.

2

Dengan fungsi pelabelan sisi yang ada maka selanjutnya diberikan fungsi
bobot simpulnya.

-1

w(v;) =n(m+2)+2i(n+1)+1; 1§i§m2 ,

, m—1 ,
w(v;) =n(m+2)+2i(n+1)—m+1; T-|—1§z§m7
w(vi1) = 2ni+3; 0<i<m,
Wi pn—1) =n(2i+2)—1; 0<i<m,
wvij)  =2ni+j)+ 1 0<i<m, 1<j<n-—2,

1

w(vg) =mm+1n+=)+n+1.

2

Dari analisis ketiga kasus ini, terlihat bahwa fungsi pelabelan sisinya merupakan su-
atu fungsi bijektif. Selanjutnya, bobot untuk setiap simpul tidak ada yang beririsan.
Maka diperoleh bahwa graf S, >, C),, adalah graf anti ajaib. O

Berikut diberikan contoh pelabelan anti ajaib pada graf S5 &>, Cs.

Gambar 3. Pelabelan anti ajaib graf S5 >, Cs

Teorema 2.4. Misalkan terdapat graf roda W,, dengan m + 1 titik, m > 3, dan
graf siklus C,, dengan n > 3 titik. Maka graf W,, &>, C,, merupakan graf anti ajaib.
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Bukti. Struktur graf W,, >, C,, didefinisikan melalui himpunan simpul dan him-
punan sisi berikut.

VW o Cp) ={v; [1<i<m+1}U{v;; |1 <i<m+1; 1<j<n-—1},

EW,, >, Cp) ={vivi1 |1 <i<m+1} U{vvipn_1|1<i<m+1}
UA{vijvijt1]1<i<m;l1 <j<n—-2}U{vvip|]l <i<m-—1}
U {vmvr } U{vomer|l <@ <m}.

Pembuktiannya dibagi dalam dua kasus sebagai berikut.

Kasus 1 m ganjil.
Berikut merupakan fungsi pelabelan sisinya.

fvijvij+1) =nlE—1)+7+1; 1<i<m+1,1<j<n-2,
fvi1vs) =n(i—-1)+1 1<i<m+1,
fWin—1vs) = ni; I1<i<m+1,
fvvig1) :n(m—i—l)—i—l—l—%; 1<i<m-—1, i genap,
L+ 2
fvvigr) =n(m+1)+ %; 1<i<m-—1, i ganjil,
fwvmyr)  =nm+1)+m+i; 1<i<m,
fomvr) =n(m+1)+1.

Selanjutnya diperoleh fungsi bobot simpulnya, sebagai berikut.

3m+5

w(v;) =n(3m+2i +2) + 2 + 5 2<i<m-—1,
w(vi) = n(2i—2)+3; 1<i<m+1,
w(vip-1) =2ni—1 1<i<m+1,
wvi;)  =n(2i—2)+2j+ 1 1<i<m+1,1<j<n-—2
3 9
w(vy) = 3mn +4n + m2—|— ,
5 5
w(vm) = n(5m +2) + m;
3m? +2mn+m
w(vper)  =n(m+1)% + — —— t1L

Kasus 2 m genap.
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Berikut merupakan fungsi pelabelan sisinya.

n(i—1)+j+1 ;1<i<Bdani=m+1,1<5<n~-2,
fijvijp) = qni+j+1 M p1<i<m-1,1<j<n-2,
n(3) +j+1 di=m,1<j<n-2
n(i—1)+1 <i<m
f(vi1vi) ={ni+1 ;M p1<i<m-—1,
n(4)+1 11 =m,
ni ;1<di < Fdani=m+1,
fWin—1vi) = n(i+1) iy +1<i<m-—1,
n(z+1) yi=m,
nm+1)+1+4% ;4 genap
fowiy) = i L
n(m + 1) + 25+ ;1 ganjil
f(vmvr) =n(m+1)+1,
nm+1)+m+1i 1<i< B i=m+1,
f0ivme1) = n(m+1)+m+ (i+1) ;b 1<i<m-—1,
nm+1)+m+4+1 ;i =m.

Dengan melihat pada fungsi pelabelan sisinya, maka dapat didefinisikan
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fungsi bobot simpul berikut.

3 4
w(vi) = 3mn + (2n + 2)i + 2n + mr ;2§i§%7i2m+17
3 6
w(vi) = Bmn+ (2n 4+ 2)i +4n + oL S Hl<ism-l,
5
w(v;) =4dmn +4n + 3m +3 it =m,
wvip)  =n(20-2)+3 ;1§i§%dani:m+1,
w(v;1) =2ni+3 ;%—i—lgigm—l,
w(v;1) =mn+ 3 it =m,
w(vin-1) = 2ni—1 1<i< T dani=m+1,
w(vip—1) =2n(i+1)-1 ;%+1§i§m—1,
w(vin—1) =n(i+2)—1 i =m,
w(vij) =n(2i—-1)+2j+1 ;1§i§%dani:m+1 1<j<n-—2
w(vi;)  =2(ni+j)+1 ;%+1§i§m—1 1<j<n-—2
wvij)  =ni+2j+1 i=m ,1<j<n-—2,
3
w(vy) =3mn+4n + Zm +4,
3m? m
W(Vt1) :n(m+1)2+mn+7+5+1, 0

Pada Gambar 4 diberikan contoh pelabelan anti ajaib pada graf Wgs >, Cy.

Gambar 4. Pelabelan anti ajaib pada graf Wg >, Cy

Dalam Teorema 2.1 telah diperoleh hasil bahwa graf C,, >, C,, merupakan su-
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atu graf anti ajaib untuk m ganjil. Sedangkan untuk graf C,, saat m genap akan
diberikan pada teorema berikut.

Teorema 2.5. Diberikan G graf terhubung dan r-requler, r > 2. Jika G graf anti
ajaib, maka G >, C, graf anti ajaib.

Bukti. Diketahui G graf anti ajaib, maka terdapat suatu fungsi dengan domain
E(G) dan kodomain {1,2,3,--- ,|E(G)|} dan merupakan fungsi bijektif, sehingga
untuk setiap dua simpul yang berbeda pada V(G), nilai bobotnya simpulnya
berbeda.

Definisikan g : E(G >, C,) — {1,2,3,---,|E(G >, Cy,)|} sebagai berikut.
Misalkan V(G) = {v1,v2, - ,vn}. Selanjutnya diatur kembali indeksnya men-

jadi V(G) = {vk,,Vky, - ,Vk,, } sehingga diperoleh w(vk,) < w(vg,) < -+ <
w(vg,,). Selanjutnya untuk sisi-sisi pada salinan C,, yang terkait dengan simpul
vg,;, namakan F;(C,) = {e;1,€i2,,€in} dengan himpunan simpul V;(C,) =

{vi1,vi2, -+ ,Vin} dan simpul pada siklus C,, yang dkaitkan dengan simpul vy,
adalah simpul yang membentuk sisi e; 1 dan e; ,, dengan o = v; , dan e; ; = v; j_1v; ;
untuk 2 < j<n-—1, e;1 = Uk, Vi1, €in—1 = Vi n—1Vk,. Diperoleh:

gleg;)=n(i—1)+j 1<i<m,1<j<n.

Selanjutnya, untuk sisi-sisi pada graf G namakan E(G) = {e1, ez, - ,e,} diperoleh
fungsi sebagai berikut.

gler) = fler) +mn ;1 <1<p.

Berikut ditunjukkan bahwa w(u) # @w(v),¥ u,v € V(G >, C,,). Fungsi bobot yang
digunakan merupakan fungsi bobot simpul w(v;;) = 2n(i — 1) + 2j + 1 untuk
1<i<m, 1< j<n-—1yang telah diberikan pada Teorema 2.1.
Misalkan A; adalah bobot simpul di salinan ke-i graf C,, dengan himpunan
simpulnya dinamakan V;(C,,), 1 <1i < m. Untuk v € V;(C,,), diperoleh:
A = {w(v)|lv € Vi(Cn)}
={3,5,7,-+,2n—1}
Ay ={w(v)|v € V2(Ch)}
={2n+3,2n+52n+7,--- ,dn — 1}
As = {w(v)|lv € V3(Cp)}
={4n+3,4n+5,4n+7,--- ,6n— 1}

Ap = {w()|v € Vi (Cr)}
={2mn—-2n+3,2mn—2n+5,2mn —2n+7,--- ,2mn — 1}
dan
B = {w(v)lv e V(G)},
= {rnm 4+ w(v)jv € V(G),r > 2}.
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Perhatikan bahwa untuk setiap ¢, A; membentuk barisan naik dan juga untuk i #
J. A; N A; = () sehingga disimpulkan bahwa bobot tiap simpul berbeda. Untuk
himpunan B, karena G merupakan graf anti ajaib dan reguler, maka bobotnya juga
pastilah berbeda. Perhatikan bahwa untuk A; N B = () sehingga jelas tiap himpunan
memiliki bobot yang berbeda dengan bobot B memiliki nilai yang lebih besar dari
himpunan lainnya. Jadi, terbukti bahwa graf G >, C,, juga merupakan graf anti
ajaib. O

3. Kesimpulan

Dapat disimpulkan bahwa jika terdapat dua graf anti ajaib, setelah dikenakan
operasi hasil kali sisir, maka graf tersebut tetap merupakan graf anti ajaib. Da-
pat dilihat juga secara umum, bila terdapat suatu G graf terhubung dan r—reguler,
r > 2 dengan G merupakan graf anti ajaib maka hasil G >, C,, juga merupakan
graf anti ajaib. Dari sini, dapat dikaji lebih lanjut apakah suatu graf tak reguler
jika digunakan operasi hasil kali sisir ataupun operasi lainnya merupakan graf anti
ajaib atau tidak.
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